0
F
© @
S N
= ™~
=y

.CHZEITSCHRIFT FUR WERKSTOFFE — VERARBEITUNG - ANWENDUNG

) Werkstoffmechanik — Auslegung von Kunststoffkonstruktionen

Spannungszustand und Werkstoffverhalten

Johannes Kunz

l I INSTITUT FUR WERKSTOFFTECHNIK

UND KUNSTSTOFFVERARBEITUNG



KUNSTSTOFF)XTRA

) Werkstoffmechanik - Auslegung von Kunststoffkonstruktionen

Spannungszustand und Werkstoffverhalten

Der Spannungszustand an einem Bauteil ist auch bei Kunststoffen mitbestimmend fir das mechanische
Verhalten, insbesondere fiir die sogenannte Spannungsversprédung bei sonst duktilen Werkstoffen. Die Kenntnis
dieser Zusammenhdnge ist fir eine sachgerechte Bauteilauslegung unverzichtbar. Der Beitrag setzt sich mit
dieser Thematik auseinander und stellt eine einfache Methode zur Abgrenzung zwischen duktilem und sprédem

Verhalten vor.

) Johannes Kunz!

Bei der Bauteilauslegung spielt die Unter-
scheidung zwischen duktilem und spro-
dem Werkstoffverhalten eine wesentliche
Rolle. Sie bestimmt zum einen den rele-
vanten Versagensmechanismus und damit
den massgebenden Spannungs- oder
Dehnungs-Grenzwert. Sie beeinflusst aber
auch die Festlegung des Sicherheitsfaktors
und die Wahl der geeigneten Festigkeits-
hypothese zur Umrechnung des mehrach-
sigen Spannungszustandes in einen als
gleichwertig betrachteten einachsigen
Spannungszustand.

Sprodes Verhalten ist gekennzeichnet durch
das Fehlen einer plastischen Verformbarkeit
und verformungsarmes Bruchversagen. Be-
kannte Werkstoffe, die sich intrinsisch spro-
de verhalten, sind z.B. Glas, Keramik, Mine-
ralien und Gusseisen, aber auch Duroplaste
mit ihren engmaschig vernetzten Makromo-
lektlen und viele amorphe Thermoplaste
wie z.B. Polystyrol.

Es ist bekannt, dass sich aber auch Werk-
stoffe sprode verhalten konnen, die unter
Ublichen Prif- oder Einsatzbedingungen
duktil sind, d.h. plastisch verformbar und
von hoher Zahigkeit. Solches tritt vor allem
unter schlagartiger Belastung und bei tie-
fen Temperaturen auf, bei Thermoplasten
also unterhalb der Glastbergangstempera-
tur, wenn die Beweglichkeit der Polymer-
ketten massiv eingeschrankt ist. Ebenso
kénnen Alterungserscheinungen Werkstof-
fe sprodbriichig werden lassen.

Auch ein gleichsinnig mehrachsiger Span-
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Bild 1: Gleichsinnig réumliche Spannungszu-
stdnde, insbesondere an Stellen hoher Span-
nungskonzentration, kénnen zu Sprédbruch-
verhalten fihren.

nungszustand kann versprodend wirken.
Ansétze zur Erfassung dieser Spannungs-
versprodung bzw. préziser Spannungszu-
standsversprodung [1], wie sie vorzugswei-
se an technischen Kerben oder markanten
Querschnittanderungen auftritt (Bild 1),
beruhen etwa auf kombiniert theore-
tisch-empirischen Betrachtungen von
Fliesskurven und Bruchbedingungen [2, 3]
oder auf Uberlegungen anhand der For-
ménderungsenergiedichte [4]. Nachste-
hend wird eine einfache Moglichkeit zur
sprod/duktil-Unterscheidung vorgestellt,
basierend auf einer naheren Betrachtung
des Spannungszustandes und seines Ein-
flusses auf die Werkstoffmechanik.

Spannungszustand: Charak-
terisierung und Darstellung

Der Spannungszustand in einem Punkt P
eines mechanisch belasteten Korpers
héngt bei linear-elastischem Verformungs-
verhalten, abgesehen von allfalligen Eigen-
spannungen, allein von der Geometrie des
Korpers und den an ihm wirkenden dusse-
ren Kraften ab. Mit der beliebigen Drehung

Bild 2: Komponenten des dreiachsigen Span-
nungszustandes im beliebigen kartesischen
Koordinatensystem am Punkt P eines mecha-
nisch belasteten Kérpers.

des Kkartesischen Koordinatensystems
(x,y,2) um den Punkt P er6ffnen sich un-
endlich viele Moglichkeiten, diesen Span-
nungszustand durch seine Normal- bzw.
Schubspannungskomponenten o,, o,, 0.,
T.. T, T,, darzustellen (Bild 2). In einer
solchen Form wird das Charakteristische
dieses Spannungszustandes aber nicht
wirklich erkennbar.

Kennzeichnend fir einen Spannungszu-
stand sind u. a. die Verhdltnisse der
Schubspannungen zu den Normalspan-
nungen oder die Vorzeichen der Normal-
spannungen zwecks Differenzierung zwi-
schen Zug und Druck. Wesentlich fur das
Verstandnis eines Spannungszustandes ist
vor allem die Anzahl der von Null verschie-
denen Hauptspannungen o,, 0,, g;, auf-
grund welcher ein-, zwei- und dreiachsige
Spannungszustédnde unterschieden wer-
den. Sollen auch die quantitativen Aspekte
in die Beurteilung einbezogen werden, so
enthalten die Hauptspannungen zwar alle
Informationen. lhre Darstellung durch die
Matrix des Spannungstensors im
(1,2,3)-Hauptachsensystem oder durch
den Spannungsvektor ¢ = (0, 0,, 0;) Im
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kartesischen Hauptspannungsraum (Bild
3) ist aber wenig anschaulich.

Ein verstandlicheres Bild des Spannungs-
zustandes vermittelt der Spannungskreis
im o,7—Koordinatensystem [5]. In dieser
mass- und winkeltreuen Darstellung ldsst
sich der Spannungszustand in seiner Ge-
samtheit Uberblicken (Bild 4). Die drei
Kreise Uber den Hauptspannungsdifferen-
zen begrenzen das Gebiet aller tberhaupt
moglichen Kombinationen von Normal-
und Schubspannungen.

Die nachfolgenden Betrachtungen ver-
wenden ohne Einschrénkung der Allge-
meingultigkeit die tbliche Nummerie-
rungs-Konvention o, = 0,,, = 0, = 03, aus

max =

der auch ¢, = ¢,,,, = €, > &; hervorgeht.

max =

Mehrachsigkeitsgrad

Verschiedentlich ist versucht worden,
Spannungszustande durch eine einzige,
z.B. als Mehrachsigkeitsgrad bezeichnete
Kennzahl zu charakterisieren. Diese wird
aus den drei Hauptspannungen gebildet
und héngt von deren Verhéltnissen zuein-
ander ab, nicht aber von den konkreten
Spannungswerten.

Die FKM-Richtlinie «Rechnerischer Festig-
keitsnachweis fuir Maschinenbauteile» [6]
definiert den Mehrachsigkeitsgrad als Ver-
héltnis der hydrostatischen Spannung o,
zur Vergleichsspannung (9) nach der Ge-
staltanderungsenergiehypothese (GEH).

g, + 0, + 03

a7

oveen 3 V(o1 = 0)? + (0, — 63)% + (03 — 07)?

M

Eine andere Definition nach Schnadt [7]
bezieht als Masszahl fir den Mehrachsig-
keitsgrad die GEH-Vergleichsspannung auf
die grosste Hauptspannung. Mit g, = 0,,,,
ergibt sich

_ OvGEH _

1
1
(<1 \/E'Ul

V(o1 =602+ (0, — 63)2 + (03 — 07)2

@

Kochendaérfer und Scholl [8] betrachten
den Ausdruck

oy

k=1-— 0—1 ©)
als Mehrachsigkeitszahl, wobei die Ver-
gleichsspannung entweder nach der GEH
oder nach der Schubspannungshypothese

Bild 3: Darstellung des dreiachsigen Span-
nungszustandes durch den Spannungsvektor
im kartesischen Hauptspannungsraum.

(SSH) gemaéss (8) einzusetzen ist. Im ers-
ten Fall liefert (3) mit (2) die Beziehung

Keey = 1 —11 (4)
Der zweite Fall fihrt mit (8) zu

Oy,ssH _ 1- 2 Tmax
01 41 451 01

®)

_o1=05 0

Kssy =1—

Eine einfache Auswertung fur verschiede-
ne typische Spannungszusténde (Tabelle
1) zeigt, dass die hier erwahnten Mehrach-
sigkeitsgrade teils sehr seltsame, kaum
aussagekraftige Werte annehmen. Wie soll
z.B. die Tatsache interpretiert werden,
dass (2) bis (5) fur den ein- und den
zweiachsigen Spannungszustand gleiche
Mehrachsigkeitsgrade liefern?

Sachgerecht wére eine Definition, die fur
ein-, zwei- und dreiachsige Spannungszu-
stande mit gleich grossen Hauptspannun-
gen die Werte 1, 2 und 3 ergébe und die
Dominanz von Zug bzw. Druck mit den
entsprechenden Vorzeichen unterschei-

Tmax

O-Ir?aX
Oy O

O3 0] \o>

Bild 4: Darstellung des dreiachsigen Span-
nungszustandes in Form des Spannungskrei-
ses [5]. Die drei Kreise umgrenzen das Ge-
biet aller mdéglichen Kombinationen von
Normal- und Schubspannungen.

den wrde. Eine solche «nattrliche» Defi-
nition des Mehrachsigkeitsgrades, wie sie
hier vorgestellt wird, besteht aus dem
Quotienten der 1. Invarianten («Spur») des
Spannungstensors und dem grossten
Spannungsbetrag geméss

+o0, +
M 0p 01 T0;7T03 (6)

B [l max B [0 max

Generell kritisch anzumerken ist, dass alle
wie auch immer definierten Mehrachsig-
keitsgrade in keiner eindeutigen Beziehung
zum Spannungszustand stehen. Zwar kann
jedem Spannungszustand ein Mehrachsig-
keitsgrad zugeordnet werden, doch ein
bestimmter Mehrachsigkeitsgrad kann stets
durch beliebig viele, z. T. sehr unterschied-
liche Kombinationen der Hauptspannun-
gen g, 0,, 0; erzeugt werden [9]. Dies liegt
an der Unmoglichkeit, eine rdumliche Ge-
gebenheit mit tensoriellem Charakter
durch eine skalare Grosse eindeutig auszu-
driicken. Es ist daher sehr fraglich, inwie-
weit sich der Mehrachsigkeitsgrad, unab-
hangig von seiner Definition, als Kriterium

Hauptspannungen [N/mm?] Mehrachsigkeitsgrad

FKM Schnadt | Kochendérfer/Scholl |Natirliche”
Spannungszustand o1 oy 03 GEH SSH Definition
Zug einachsig 100 0 0 0,333 1,000 0,000 0,000 1,000
Zug zweiachsig 100 100 0 0,667 1,000 0,000 0,000 2,000
Zug dreiachsig 100 100 100 0 0,000 1,000 1,000 3,000
Druck einachsig -100 0 0 -0,333 -1,000 2,000 0,000 -1,000
Druck zweiachsig -100 -100 0 -0,667 -1,000 2,000 0,000 -2,000
Druck dreiachsig -100 -100 -100 -00- 0,000 1,000 1,000 -3,000
Reiner Schub 100 0 -100 0,000 1,732 -0,732 -1,000 0,000

Tabelle 1: Mehrachsigkeitsgrade unterschiedlicher Definition im Vergleich anhand charakte-

ristischer Spannungszustdnde.
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Bild 5: Verschiedene Versagensformen

a) Verformungsarmer Trennbruch unter zugdominanter Beanspruchung
b) Trennbruch nach mehr oder weniger grosser Verstreckung unter Zug

¢) Verformungsarmer Gleitbruch unter druckdominanter Beanspruchung
d) Irreversible Verformung infolge von Mikrorissen und Crazes bei zu

grosser Dehnung.

zur Unterscheidung zwischen duktilem und
sprodem Verhalten eines Werkstoffs und
damit zur Wahl der angemessenen Festig-
keitshypothese eignet.

Zug- und Druckdominanz

Das Werkstoffverhalten héngt stark davon
ab, ob ein Spannungszustand zug- oder
druckdominant ist. Unter Druck ist die Be-
lastbarkeit in aller Regel deutlich hoher als
unter Zug. Ist der Spannungszustand
mehrachsig, so kann z.B. anhand des «na-
turlichen» Mehrachsigkeitsgrades M ge-
méss (6) sehr einfach zwischen Zug- und
Druckdominanz unterschieden werden.
Bei positivem Vorzeichen Uberwiegt Zug,
bei negativem Vorzeichen Druck. Im Zu-
stand reinen Schubes mit M=0 liegen
diesbeziiglich neutrale Verhéltnisse vor.
Eine andere Art der Unterscheidung, die
auch anhand des Spannungskreises (Bild
4) vorgenommen werden kann, vergleicht
die grosste Hauptspannung o, mit dem
Betrag lo;! der kleinsten Hauptspannung,
ohne o, in die Beurteilung einzubeziehen.
o, > lo;| bedeutet dann Zugdominanz,
0, < lo;| Druckdominanz.

Versagensmechanismen und
Festigkeitshypothesen

Die bei der Bauteilauslegung als zuléssig
geltende Beanspruchungsgrosse leitet sich
in aller Regel aus einem werkstoffmecha-
nischen Geschehen ab, das die Funktion
des Bauteils beeintréchtigt und daher als
Kriterium des Versagens betrachtet wird.

Bild 6: Abgrenzung zwischen duktilem und sprédem Verhalten, dar-
gestellt im Mohrschen o,7—Koordinatensystem, in Anlehnung an

Gensamer [17] und Issler et al. [1].

Als wichtige Versagensmechanismen gel-
ten Bruch, Verstreckung und irreversible
Verformung [10]. Die Art des Versagens
héngt aber nicht nur vom Werkstoff ab,
sondern auch vom Spannungszustand. Sie
bestimmt schliesslich auch die Wahl der
geeigneten Festigkeitshypothese zur Um-
rechnung des mehrachsigen Spannungszu-
standes in einen als gleichwertig betrach-
teten einachsigen Spannungszustand.

Bruch als ultimative Versagensart tritt je
nach Werkstoffverhalten in Abhéngigkeit
von Temperatur und Spannungszustand in
unterschiedlichen Formen auf [11]. Typische
Erscheinungsformen des Bruches sind:

— Verformungsarmer Trennbruch bei spro-
dem Verhalten unter zugdominanter Bean-
spruchung (Bild 5a), aber auch nach mehr
oder weniger grosser Verstreckung bei
duktilem Verhalten (Bild 5b). Diese Bruch-
form wird am besten mit der Normalspan-
nungshypothese (NSH; nach Galilei, Cou-

lomb, Rankine) erfasst mit der
Vergleichsspannung
Oy NSH = Omax = 01 @)

— Scher- oder Gleitbruch, entweder verfor-
mungslos bei sprodem Verhalten unter
druckdominanter Beanspruchung (Bild
5¢), und bei duktilem Verhalten nach
mehr oder weniger grosser Verstreckung.
Dieser Bruchform entspricht die Schub-
spannungshypothese (SSH; nach Cou-
lomb, Tresca, Mohr). Die Vergleichsspan-
nung ist in diesem Fall

Oy,ssH = 2" Tmax = 01 — 03 (8)

Verstreckung bezeichnet eine Verformung
jenseits der Streckgrenze, bei der die Ma-
kromolekile unter ausreichend hohen
Schubspannungen in grossem Massstab
aneinander abgleiten. Sie ist dusserlich als
sog. Weissbruch und Einschntrung, d.h.
als starke Querschnittsverjingung er-
kenn-bar [12]. Zur Verstreckung passen
vorzugsweise die SSH (8) oder die Gestal-
tdnderungsenergiehypothese (GEH; nach
Huber, von Mises, Hencky). Die Ver-
gleichsspannung betragt

1

Oy GEH = ﬁ (o, —0)% + (0, — 05)% + (05 — 01)2

©

Irreversible Verformungen am Bauteil stel-
len sich bei Uberschreiten einer bestimmen
makroskopischen Dehnung ein, die mit
dem Auftreten erster irreversibler Werk-
stoffverdnderungen wie Crazes oder Mikro-
rissen korreliert (Bild 5d). Kriechversuche
zeigen, dass diese makroskopische Deh-
nung zeitabhangig degressiv abnimmt und
fur sehr lange Belastungszeiten asymp-
totisch einem Grenzwert mit werkstofftypi-
scher Grossenordnung zustrebt, und zwar
weitgehend unabhéngig von Spannungszu-
stand und Temperatur [13, 14]. Dieser Ver-
sagensform wird am besten die Grosstdeh-
nungshypothese (GDH; nach Navier)
gerecht. Sie fuhrt zur Vergleichsdehnung

&v,GpH = Emax = &1 (10)
Bei Bedarf kénnen Vergleichsspannungen
und -dehnungen mit Hilfe von Span-



nungs-Dehnungs-Diagrammen oder mit
dem Hookeschen Gesetz in die jeweils
andere Grosse umgewandelt werden.

Spannungsverspréodung
abschdtzen

Ein einfacher Ansatz zur Abschéatzung der
Spannungsversprodung geht von der Tat-
sache aus, dass ein Werkstoff unter Zug-
beanspruchung durch Trennbruch versagt,
d.h. sich spréde verhalt, wenn die grosste
Normalspannung o,,.. = o, die Bruchfestig-
keit o, erreicht, bevor die grosste Schub-
spannung t,,.. =(0;—03)/2 an die flr Flies-
sen bzw. Verstreckung erforderliche
Grosse 7, herankommt (Bild 6). Im umge-
kehrten Fall verhélt sich der Werkstoff duk-
til. Da 7, kaum verflgbar ist, kann mit der
SSH oder der GEH ersatzweise die fur den
Zustand reinen Schubes geltende Bezie-
hung 7, = 0,/k verwendet werden. Bei An-
wendung der GEH ist k=v3, mit der SSH
gilt k=2. Mit dem Streckgrenzenverhéltnis
s=0y/0, lasst sich somit fur die Span-
nungsversprodung unter zugdominanter
mehrachsiger Beanspruchung folgende
Beziehungskette entwickeln:

g, — 03 1 s N N
Tmax = 2 STY”Z G-Y:E'O-sz Omax % 01
Q)

Bestimmend hierin sind also die grosste
und die kleinste Hauptspannung, wobei
0, = 0 vorausgesetzt wird; die mittlere
Hauptspannung o, ist ohne Einfluss auf die
Spannungsversprodung. Bei metallischen
Werkstoffen gebrduchlich sind die Bezeich-
nungen R,, anstelle von oy fur die Zugfes-
tigkeit und R, statt o, fur die Streckgrenze
bzw. bei deren Fehlen die Dehngrenze R,
als technische Streckgrenze [6].

Fur den praktischen Gebrauch kann durch
Umformung aus (11) und Einsetzen obi-
ger Zahlenwerte der Ubergang zur Span-
nungsversprodung abgeschatzt werden
mit

03

2
—=>1
41 V3.2

s~1-(1..1,15)"s

(12)

Die Erfullung dieser Ungleichungen (11)
bzw. (12) bedeutet also, dass mit einem
sproden Werkstoffverhalten zu rechnen ist.
Das massgebende Hauptspannungsver-
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héltnis 0,/0, entspricht, wie der Vergleich
von (12) mit (5) zeigt, der SSH-basierten
Mehrachsigkeitszahl K. Es 1&sst sich bei
FEM-Analysen durch Einbau einer kleinen
Programmergénzung direkt auswerten.
Das Streckgrenzenverhéltnis liegt im Be-
reich von s =~ 0,6 fur duktile metallische
Werkstoffe wie z.B. Baustahl. Fur Stahle,
wie sie fur Spritzgiesswerkzeuge einge-
setzt werden, gilt s = 0,8 (Bild 7). Leider
ist bei den meisten Kunststoffen auf-
grund der verfugbaren Daten ein eigent-
liches Streckgrenzenverhéltnis nicht be-
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stimmbar. Behelfsweise kann far
ungefillte teilkristalline Thermoplaste ein
Bereich s ~ 0,6...1,0 angenommen wer-
den, mit der Tendenz zu den kleineren
Werten bei zunehmender Temperatur. Ein
solcher Werkstoff wére also sprodbruch-
gefahrdet, sobald die kleinste Hauptspan-
nung o; grosser ist als (-0,15...0,4) - o,.
Hochgefllte teilkristalline Thermoplaste,
aber auch amorphe Thermoplaste ohne
Weichmacher oder Schlagzéhmodifikati-
on, zeigen gewohnlich ein intrinsisch
sprodes Verhalten.
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Schlussbetrachtung

Die hier vorgestellten Beziehungen (11)
und (12) erlauben es dem Ingenieur, bei
der festigkeitsméssigen Auslegung der
Bauteile den Einfluss des Spannungszu-
standes auf das mechanische Verhalten
duktiler Werkstoffe abzuschéatzen. Bei ihrer
Anwendung muss man sich aber bewusst
sein, dass der Ubergang zur Spannungs-
versprodung unscharf ist. Dies liegt nicht
nur an der Differenz der Vergleichsspan-
nungsverhéltnisse nach der SSH und der
GEH, die rund 15% ausmacht, sondern
auch an der Tatsache, dass das Werkstoff-
verhalten auch von weiteren Effekten be-
einflusst wird, die hier nicht behandelt

Op

|
————— —-—Ty.GeH
t-—Ty,ssH

Bild 7: Bereiche sprodbruchgetdhrlicher
Spannungszustdnde (rot eingefdrbt) nach
der GEH bzw. SSH in der Mohrschen Kreis-
darstellung am Beispiel des Streckgrenzen-
verhdltnisses s = 0,8.

wurden und komplexere Theorien erfor-
dern. Dazu gehort insbesondere die
Stutzwirkung, d.h. die Fahigkeit des Werk-
stoffs, in Bereichen mit grossem Span-
nungsgefélle, z.B. bei Kerben, hthere
Spannungen zu ertragen als bei gleichmés-

siger Spannungsverteilung. Ebenso unbe-
ricksichtigt sind allféllige Verfestigungsef-
fekte. Die Vernachldssigung solcher
Einflisse bei der Berechnung fihrt in der
Regel zu Resultaten, die auf der sicheren
Seite liegen.

Vorstehende Uberlegungen sind von Be-
deutung, wenn die Bauteile gegen ein Ver-
sagen durch Bruch oder durch Verstre-
ckung ausgelegt werden. Sie kénnen
entfallen, wenn die Reversibilitat der Ver-
formungen als Bemessungskriterium [10,
13, 14] gewdhlt und die Auslegung deh-
nungsbezogen durchgefuhrt wird [15, 16].
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